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Nous de´crivons les conditions d’apparition d’un e´coulement inhomoge`ne en re´gime stationnaire
(bande cisaille´e et bande bloque´e) dans un mode`le me´canique continu de mate´riau visco-plastique
mou tel qu’une mousse ou une e´mulsion concentre´e en ge´ome´trie de cisaillement impose´. Habituel-
lement, la possibilite´ d’apparition de bandes de cisaillement dans un fluide complexe re´sulte d’une
e´volution structurale du mate´riau sous e´coulement qui se traduit, d’un point de vue the´orique, par
l’existence d’une courbe d’e´coulement stationnaire non monotone. Notre mode`le me´canique pre´dit
une courbe d’e´coulement non monotone mais a priori pas d’e´volution physique intrinse`que via un pa-
rame`tre couple´ a` l’e´coulement tel que la concentration ou l’encheveˆtrement. Pourtant nous pre´disons
l’apparition de bandes de cisaillement. Dans notre cas, courbe d’e´coulement non monotone et ap-
parition de bandes re´sultent spe´cifiquement du caracte`re tensoriel du mode`le (2D ou 3D). Pour un
e´coulement en ge´ome´trie de Couette, l’introduction d’un formalisme tensoriel 3D permet d’incorpo-
rer une liberte´ supple´mentaire de relaxation du syste`me dans la troisie`me direction qui modifie la
fluidite´ du mate´riau.
PACS numbers: 47.57.Bc Foams and emulsions 83.10.Gr Constitutive relations - 83.80.Iz Emulsions and
foams in Rheology - 83.50.AxSteady shear flows, viscometric flow
I. INTRODUCTION
Il peut sembler paradoxal que le meˆme mate´riau,
soumis a` une contrainte de cisaillement σxy uniforme,
entre deux plaques paralle`les ou deux cylindres co-
axiaux, puisse se trouver simultane´ment dans deux e´tats
distincts dans des re´gions diffe´rentes de l’e´coulement.
C’est pourtant ce qui est observe´ couramment depuis le
de´but des anne´es 1990 dans diffe´rents fluides complexes :
des “bandes de cisaillement” apparaissent et se main-
tiennent [5, 10, 34] ou fluctuent [1, 26, 39, 40], chacune
e´tant le sie`ge d’un e´coulement du fluide a` un taux de
cisaillement diffe´rent. Ces bandes sont le plus souvent
paralle`les aux plaques [5].
La compre´hension de ces phe´nome`nes s’appuie
ge´ne´ralement sur deux ingre´dients essentiels : une
e´volution structurale du mate´riau sous e´coulement et une
re´ponse en contrainte qui est de´croissante en fonction du
taux de de´formation dans une certaine gamme. Cette
de´croissance est la signature me´canique de l’e´volution
structurale et est le moteur de l’instabilite´ me´canique
conduisant a` l’apparition des bandes [27].
Ainsi, dans les polyme`res fondus ou dans les solutions
de polyme`res encheveˆtre´s [42] ou les micelles ge´antes [27],
l’e´coulement a pour effet d’e´tirer les objets, ce qui modi-
fie la viscosite´ apparente du milieu (se me´fier cependant
du glissement aux parois [17]). Le fait que cette viscosite´
diminue tient notamment a` l’orientation moyenne des ob-
jets dans l’e´coulement de cisaillement.
Dans les phases lamellaires lyotropes, la transition
peut s’accompagner de la re´organisation des films de
tensioactifs sous formes de ve´sicules multilamellaires
(onions) [11, 12, 39, 40].
Dans les phases cubiques de micelles, la transition
consiste en une transition d’alignement des plans du cris-
tal [13, 14].
Dans ces deux derniers cas, une interpre´tation micro-
scopique de la baisse de viscosite´ effective qui accom-
pagne la transition structurale n’est pas connue explici-
tement.
Dans les milieux granulaires, les e´coulements de surface
sont un cas particulier de bandes de cisaillement dans les-
quelles la bande profonde est bloque´e (e´coulement nul).
Sans qu’une description structurale comple`te soit en-
core disponible, il est admis que le phe´nome`ne de di-
latance, par lequel les grains doivent s’e´carter pour se
de´placer les uns par rapport aux autres [36], est a` l’ori-
gine d’une diffe´rence de fraction volumique entre la re´gion
2en e´coulement et la re´gion bloque´e. Cette moindre frac-
tion volumique a tendance a` faciliter encore l’e´coulement
de la re´gion en e´coulement par rapport a` celui de la
re´gion bloque´e. Lorsqu’elle est pre´sente, la gravite´ est
e´videmment essentielle ; elle permet de de´terminer le pro-
fil de concentration [25].
Dans les mousses et les e´mulsions, la situation est
moins claire. Des bandes de cisaillement ont e´te´ ob-
serve´s [9] mais le roˆle des parois dans ces effets est encore
controverse´ [20, 23, 24]. Pour ces mate´riaux e´galement,
aucune description structurale comple`te ne rend compte
de fac¸on satisfaisante de la localisation de l’e´coulement.
Comme pour les granulaires, la dilatance, qui corres-
pond a` un changement local de la concentration φ en
eau, joue certainement un roˆle important, en facilitant
les de´placements relatifs des bulles. Le de´sordre struc-
tural est e´galement invoque´ comme parame`tre couple´ a`
l’e´coulement [22]. Dans les deux cas, c’est la fluidite´ lo-
cale (quotient du taux de de´formation par la contrainte)
qui est renforce´e.
Le mode`le que nous proposons n’incorpore aucun
ingre´dient de ce type. Nous e´crivons les e´quations
tensorielles tridimensionnelles de l’e´lasticite´ en re´gime
line´aire et non line´aire [3]. Nous montrons que cela est
suffisant pour faire apparaite des bandes de cisaille-
ment (un mode`le bidimensionnel est en fait e´galement
suffisant [35]). Cependant, on sait par ailleurs qu’un
e´ve´nement plastique local a pour conse´quence un re-
port e´lastique de contraintes sur le voisinage [15, 28].
En ge´ome´trie de cisaillement, cela favorise la localisa-
tion de l’e´coulement [21, 32, 33]. De manie`re statis-
tique, cela augmente alors la fluidite´ du mate´riau dans
le voisinage [7] et conduit a` une rhe´ologie non locale du
mate´riau. Ce caracte`re non local avait e´te´ observe´ dans
les e´mulsions concentre´es s’e´coulant dans des canaux
microfluidiques [16] Ces effets de non-localite´ sont in-
trinse`quement pre´sents dans notre mode´lisation puisque
les propagateurs e´lastiques qui les sous-tendent [7, 21,
32, 33]. re´sultent directement des e´quations du milieu
continu e´lastique que nous utilisons.
Dans ces conditions, comment la fluidite´ locale du
mate´riau peut-elle e´voluer dans notre mode`le ? Comme
nous allons le voir, c’est graˆce a` la prise en compte du
caracte`re tensoriel des contraintes et le caracte`re tridi-
mensionnel du mate´riau : dans l’exemple d’un e´coulement
de Couette, une e´volution locale de la conformation du
mate´riau dans la direction perpendiculaire au plan de
cisaillement conduit, d’un point de vue 2D, a` une fluidi-
fication locale.
A. Un mode`le continu des mousses et des
e´mulsions
Dans cet article, nous de´crivons les re´sultats issus de la
simulation spatiale d’un mode`le me´canique des mousses
et des e´mulsions concentre´es. Ce mode`le est construit se-
lon les principes rigoureux de la me´canique des milieux
continus [6]. Sa principale originalite´ consiste a` e´crire les
lois e´lastiques et plastiques dans une forme tre`s ge´ne´rale,
et a` les combiner aux relations de conservation. Ainsi,
l’expression de la plasticite´ respecte la positivite´ de la
dissipation. Celle de la loi e´lastique est valide y compris
aux grandes de´formations qui sont facilement atteintes
par ces syste`mes tre`s de´formables avant de connaˆıtre des
relaxations plastiques.
Ainsi, on pose un cadre dans lequel lois constitutives et
hypothe`ses plus spe´ciales peuvent eˆtre ensuite introduites
et discute´es.
Notre principal re´sultat consiste dans la mise en
e´vidence de re´gimes de bandes de cisaillement dans un
mate´riau dont les caracte´ristiques structurales sont ho-
moge`nes, bandes de´clenche´es par des distributions ini-
tiales inhomoge`nes de contraintes. Et cela, pour une
forme physiquement plausible des lois e´lastiques et plas-
tiques.
Dans ce travail la mode´lisation reste strictement
me´canique et thermodynamique. Les proble`mes essen-
tiels pose´s par le couplage du comportement rhe´ologique
a` la structure du mate´riau ne sont pas discute´s. Ce cou-
plage est bien documente´ expe´rimentalement dans de
nombreux syste`mes de fluides complexes dans lesquels les
phe`nome`nes de bandes de cisaillement sont de facto as-
socie´s a` des transitions structurales [27]. Nous posons ici
une question plus circonscrite : des distributions initiales
inhomoge`nes de contraintes pourraient-elles eˆtre, a` elles
seules, responsable de l’apparition de bandes de cisaille-
ment stationnaires dans les mousses et les e´mulsions ?
B. Courbe d’e´coulement stationnaire et
e´coulement inhomoge`ne
L’e´tude d’un modele spatial a pour intereˆt princi-
pal de de´gager les conditions d’apparition d’e´coulements
inhomogenes en regime stationnaire. Il est important
de comprendre que le mode`le rhe´ologique local utilise´
doit obe´ir a` certaines conditions our que des re´gions
bloque´es et des regions en e´coulement puissent co-
exister. En effet dans ce cas le meˆme mate´riau, sou-
mis a` la meˆme contrainte de cisaillement σxy, doit
se trouver simultane´ment dans deux e´tats distincts de
de´formation. Une condition mathe´matique qui permet
cette coexistence est l’existence d’une zone instable dans
la courbe d’e´coulement du mate´riau [4, 34, 41], due a`
une de´croissance de la loi rhe´ologique dans une certaine
gamme de taux de cisaillement.
Cependant, pour les mousses, il n’existe pas de portion
instable de la courbe d’e´coulement elle-meˆme. Comment
la coexistence de bandes a` diffe´rents taux de cisaillement
est-elle possible ?
Les mousses et les e´mulsions sont des exemples de
fluides a` seuil : il existe ainsi une contrainte σxy mini-
male, que nous appellerons σy, en-dec¸a` de laquelle il n’y
aura pas d’e´coulement stationnaire. Si maintenant on ci-
saille le mate´riau en imposant le taux de cisaillement γ˙,
3le mate´riau doit s’e´couler, meˆme pour de tre`s petits γ˙. La
courbe d’e´coulement intrinse`que posse`de ainsi une extra-
polation en contrainte lorsque γ˙ → 0. Notons-la σd. No-
tons que σy et σd appartiennent a` la courbe re´ologique
locale, pas a` la courbe stationnaire effective correspon-
dant au γ˙ moyen dans l’entrefer comme celle qui peut
eˆtre mesure´e par exemple dans un rhe´ome`tre. Dans cette
discussion, l’e´coulement est homoge`ne. Mais la valeur re-
lative de σd et de σy , qui appartiennent a` la courbe locale,
vont nous donner des indications sur les conditions pour
que des bandes de cisaillement soient possibles.
Conside´rons maintenant le re´sultat d’une mesure ef-
fectue´e sur un e´chantillon de ce mate´riau, cisaille´ dans
une cellule de Couette a` taux de cisaillement impose´ γ˙. Si
σd > σy, toutes les re´gions de l’e´chantillon vont s’e´couler,
meˆme a` faible taux de cisaillement, puisque la contrainte
correspondante est ne´cessairement partout supe´rieure a`
la contrainte seuil. Comme mentionne´ plus haut, puisque
la courbe d’e´coulement n’a pas d’instabilite´ intrinse`que
pour des γ˙ plus e´leve´s, aucun me´canisme n’est disponible
pour les bandes de cisaillement.
La situation est diffe´rente si σd < σy . Si l’on met
sur le meˆme graphe la contrainte seuil σy et la courbe
d’e´coulement stationnaire intrinse`que (figure 1), il ap-
paraˆıt imme´diatement que cette configuration permet la
coexistence de zones soumises a` des taux de cisaillement
γ˙ ≥ γ˙c et de zones bloque´es sans cisaillement qui de-
meurent dans le re´gime e´lastique. Le me´canisme est esen-
tiellement le meˆme que dans le cas classique de l’instabi-
lite´ de la courbe de´coulement (voir la figure 1). Bien suˆr,
de`s que γ˙ > γ˙c, toutes les re´gions s’e´coulent puisque le
fait que γ˙ > γ˙c implique que certaines re´gions s’e´coulent
plus vite que γ˙c. La contrainte dans ces re´gions, telle que
donne´e par la courbe d’e´coulement, est ne´cessairement
supe´rieure au seuil de contrainte σy. Et puisque la
contrainte est la meˆme dans tout le mate´riau, toutes les
re´gions subissent une contrainte supre´rieure a` σy. Ainsi,
il ne peut subsister aucune re´gion bloque´e.
C. Variables dynamiques supple´mentaires ?
Mais la situation ou` σd 6= σy est-elle re´ellement pos-
sible ? La re´ponse est notoirement oui. On explique
habituellement une telle courbe d’e´coulement en invo-
quant une variable interne supple´mentaire (en ge´ne´ral
de nature structurale) qui est couple´e a` l’e´coulement. A`
titre d’exemple, dans une vision simplifie´e, ce parame`tre
supple´mentaire peut eˆtre dans deux e´tats : e´coulement ou
blocage. Ainsi, la courbe stationnaire qui s’extrapole a` σd
a` faible γ˙, ainsi que la contrainte seuil σy, correspondent
en re´alite´ a` deux mate´riaux diffe´rents. L’un des inte´reˆts
de notre travail est d’e´laborer une situation ou` σd 6= σy
est possible sans parame`tre structural supple´mentaire.
Comme nous le verrons, si l’on e´crit une formulation
entie`rement tensorielle pour l’e´quation constitutive, la
courbe d’e´coulement σxy(γ˙) peut eˆtre du type σd < σy.
Les composantes supple´mentaires de la contrainte, σxx
et σzz , vont jouer qualitativement le meˆme roˆle qu’une
variable structurale supple´mentaire en changeant la na-
ture locale du mate´riau. Leur distribution initiale dans
le mate´riau sera ainsi de toute premie`re importance pour
pre´dire les bandes de cisaillement.
Malgre´ quelques similarite´s, l’analogie avec des
syste`mes caracte´rise´s par une courbe d’e´coulement in-
stable a ses limites. Dans le cas d’un fluide a` seuil, il
n’y a pas de re´gime instable en γ˙, ce qui imposerait une
se´paration en deux phases de taux de cisaillement dis-
tincts. Les bandes de cisaillement sont possibles mais non
ne´cessaires. E´galement, aucun crite´re de type loi du le-
vier, comparables a` ceux qui ont e´te´ de´veloppe´s pour
certains syste`mes fluides [31, 34], ne peut exister pour
se´lectionner la fraction relative des diffe´rentes bandes.
C’est l’histoire du mate´riau qui me`ne a` un profil particu-
lier de vitesse. Nous verrons que la distribution initiale
de la contrainte dans le mate´riau va de´terminer la struc-
turation en bandes.
D. Plan
L’article est organise´ de la fac¸on suivante. Nous
de´crivons d’abord le mode`le continu, pre´cisant a` la fois
sa composante rhe´ologique locale et sa version spa-
tiale comple`te. Nous analysons ensuite plus en de´tail la
loi rhe´ologique pour montrer comment elle permet de
pre´dire l’existence, sous certaines conditions initiales, de
bandes de cisallement (bandes bloque´es en l’occurence).
Nous de´crivons ensuite les re´sultats de simulations spa-
tiales qui confirment l’existence de ces bandes, et nous
analysons leur de´pendance par rapport aux diffe´rents pa-
rame`tres du syste`me.
II. CONSTRUCTION D’UN MODE`LE
CONTINU
Notre mode`le rhe´ologique local [3] est base´ sur une
description non line´aire ge´ne´rale de l’e´lasticite´ et de la
plasticite´. En effet, des mate´riaux comme les mousses
peuvent subir localement des de´formations e´lastiques im-
portantes - situe´es loin du re´gime line´aire valable aux
faibles de´formations - avant de connaˆıtre des e´ve´nements
de re´organisation plastique [8, 43].
A. Lois rhe´ologiques locales ge´ne´rales
Le cadre pertinent pour la description des contraintes
e´lastiques dans un mate´riau qui s’e´coule est un cadre eu-
lerien, que ce mate´riau posse`de ou non des proprie´te´s
d’e´lasticite´. En effet, au cours du flot d’une mousse ou
d’une e´mulsion, en de´pit de l’existence de contraintes
e´lastiques, toute me´moire d’un e´tat de re´fe´rence se perd
en permanence du fait de la plasticite´. La description
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Figure 1: Forme typique de courbe d’e´coulement stationnaire
donnant la contrainte de cisaillement en fonction du taux de
cisaillement local. σy est le seuil d’e´coulement a` contrainte
impose´e et γ˙c le taux de cisaillement correspondant. Un taux
de cisaillement macroscopique γ˙A infe´rieur a` γ˙c ne donne pas
force´ment lieu a` un profil de vitesse PA homoge`ne avec la
contrainte attendue σA : l’e´coulement peut au contraire faire
apparaˆıtre une re´gion bloque´e et une re´gion en e´coulement
(profil PA2 ou P
A
3 ). L’e´coulement local est alors plus rapide
(γ˙locA2 > γ˙
A et γ˙locA3 > γ˙
A), ce qui correspond a` une contrainte
plus e´leve´e (σA2 > σ
A et σA3 > σ
A. A` l’inverse, pour un taux
de cisaillement macroscopique γ˙B supe´rieur a` γ˙c, l’e´coulement
est de nouveau homoge`ne, ce qui correspond a` la contrainte
attendue σB (supe´rieure a` σy).
lagrangienne, qui est base´e sur la comparaison perma-
nente a` un tel e´tat invariable, est certes formellement
e´quivalente, mais moins adapte´e, notamment d’un point
de vue nume´rique. Les variables qui de´crivent l’e´tat
du mate´riau sont donc rapporte´es a` une grille spatiale
(x, y, z) et correspondent a` une description instantane´e
et locale dans l’espace.
Dans ce cadre, il n’existe que deux variables perti-
nentes dans un cadre strictement me´canique : le gradient
local de vitesse ∇~v(x, y, z) et l’e´tat de la de´formation
locale stocke´e dans le mate´riau [3], repre´sente´ selon les
re`gles de la me´canique des milieux continus par le tenseur
de Finger, B(x, y, z) [6].
Dans cette section, nous de´crivons notre mode`le
rhe´ologique local. Insistons sur le fait que de ce point
de vue, on peut conside´rer le tenseur global ∇~v en lui
meˆme comme une variable tensorielle tridimensionnelle
locale autonome, exactement comme B, et non comme
le gradient spatial d’un champ de de´placement. Ce n’est
qu’en passant a` la description d’un syste`me e´tendu dans
l’espace, a` la section IV, qu’il lui correspondra un champ
de vitesse ~v(x, y, z). Les tenseurs ∇~v et B seront donc les
deux variables de notre mode`le local.
L’e´lasticite´ de´pend de la de´formation selon la forme
suivante, la plus ge´ne´rale qui soit compatible avec les
syme´tries a` trois dimensions [3] :
σel = a0 I + a1B + a2B
2, (1)
ou` a0, a1 and a2 sont des fonctions scalaires des inva-
riants du tenseur de Finger B. Du point de vue de la
plasticite´, nous faisons seulement l’hypothe`se que chaque
e´ve´nement de relaxation plastique est aligne´ avec la
de´formation stocke´e. C’est donc e´galement le cas du
fluage DBp . La forme la plus ge´ne´rale compatible avec
les syme´tries s’e´crit alors :
DBp = b¯0 I + b¯1B + b¯2B
2, (2)
ou` b¯0, b¯1 et b¯2 sont a` nouveau des fonctions scalaires des
invariants du tenseur de Finger B.
Pour comple´ter le mode`le, on rassemble dans un terme
global de viscosite´ tous les phe´nome`nes dissipatifs qui
sont pre´sents meˆme en l’absence d’e´ve´nements plastiques.
Ils se produisent par exemple aux petites e´chelles :
e´coulements dans les films entre les bulles, ou dans les
bords de Plateau. Pour simplifier nous choisissons’une
viscosite´ newtonienne. Ceci conclut la liste des contribu-
tions a` la contrainte dans le mate´riau. Ainsi :
σ = a0 I + a1B + a2B
2 +
ηs
2
(∇~v +∇~vT). (3)
Pour rendre compte de l’incompressibilite´ des mousses
et des e´mulsions, on ajoute de surcroˆıt une contrainte
cine´matique de conservation stricte du volume det(B) =
1. Renvoyant a` l’article [3] pour les details, nous le pre-
nons en compte en utilisant uniquement la partie dite
de´viatorique de la contrainte
σ¯ = dev(σ) = σ −
I
d
tr(σ). (4)
La meˆme contrainte sur la plasticite´ conduit en toute
ge´ne´ralite´ a` [3] :
DBp = B ·dev(f(B)) = b1B ·dev(B)+b2B ·dev(B
2), (5)
ou` les pre´facteurs scalaires b1 et b2 sont isotropes, et
de´pendent donc des invariants du tenseur B.
Nous utiliserons dans la suite une forme tout-a`-fait
e´quivalente du tenseur DBp qui mets en e´vidence le
caracte`re positif de la dissipation (voir la discussion
dans [3]) :
DBp =
A(B)
τ
B · G(B) (6)
ou` A(B) est une fonction scalaire isotrope de B, τ le
temps caracte´ristique des processus dissipatifs ; et d’autre
part :
G(B) =
dev [P(B) · dev(σ)]
tr [P(B) · dev(σ) · dev(σ)]
, (7)
avec P une fonction de la forme P(B) = b(B)B−2+(1−
b(B))B2 ou` b est une fonction isotrope [3]. Dans cette
5expression, la dissipation totale par unite´ de volume est
e´gale a` A(B).
On aboutit finalement au mode`le rhe´ologique local
complet :
dB
dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DBp , (8)
DBp =
A(B)
τ
B · G(B), (9)
σ = a0 I + a1B + a2B
2 +
ηs
2
(∇~v +∇~vT). (10)
B. Mode`le spatial complet
Comme pour tout mode`le rhe´ologique local, les
e´quations pre´ce´dentes doivent eˆtre comple´te´es par des
e´quations de champ qui expriment l’e´quilibre des forces
ainsi que la conservation de la masse :
∇ · σ¯ + ρ ~f = ρ
d~v
dt
+ ~∇ p, (11)
∂ρ
∂t
+∇ · (ρ ~v) =
dρ
dt
+ ρ tr
1
2
(∇~v +∇~vT) = 0, (12)
ou` ~f repre´sente les forces exte´rieures (par unite´ de
masse), et ρ la densite´. L’incompressibilite´ du mate´riau,
de´ja e´voque´e, nous donne ici :
∇ · ~v = tr
1
2
(∇~v +∇~vT) = 0. (13)
En conde´quence, nous avons dρ
dt
= 0, et la variable ρ
est donc seulement tranporte´e par l’e´coulement. Dans la
suite, nous la supposerons de plus homoge`ne.
Dernie`re hypothe`se : nous nous plac¸ons en re´gime de
Stokes, dans lequel les termes inertiel sont ne´gligeables
dans l’e´quation de conservation de la masse. On aboutit
a` :
∇ · σ¯ = ~∇ p. (14)
Le syste`me complet d’e´quations que nous devrons
inte´grer nume´riquement est donc :
dB
dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DBp , (15)
DBp = A(B)B · G(B), (16)
σ¯ = dev
{
a0 I + a1B + a2B
2 +
ηs
2
(∇~v +∇~vT)
}
, (17)
∇ · σ¯ = ~∇ p, (18)
tr
1
2
(∇~v +∇~vT) = 0. (19)
Les conditions initiales qui doivent eˆtre spe´cifie´es pour
re´soudre le syste`me pre´ce´dent peuvent consister dans
les seules valeurs du tenseur B dans tout l’e´chantillon.
Les valeurs de la vitesse peuvent en eˆtre de´duites via
l’e´quation de Stokes ( 15).
C. Choix d’une forme particulie`re de l’e´lasticite´ et
de la plasticite´
1. E´lasticite´ : mode`le de Mooney-Rivlin
Choisissons une forme usuelle d’e´lasticite´ incompres-
sible dont il a e´te´ montre´ qu’elle de´crit avec une bonne ap-
proximation le comportement e´lastique non-line´aire des
mousses [18, 19] : celle de Mooney-Rivlin. L’e´nergie
e´lastique corespondante s’e´crit [6] :
ρE(B) =
k1
2
(IB − 3) +
k2
2
(IIB − 3) (20)
ou`
IB = tr(B) (21)
IIB =
1
2
[tr2(B)− tr(B2)] = tr(B−1) (22)
Pour les coefficents de l’e´quation Eq. (1), cela correspond
aux expressions suivantes :
a1 = k1 + k2 IB (23)
a2 = −k2 (24)
Suivant l’exemple de la litte´rature refs. [18, 19], nous ex-
primons les valeurs de k1 and k2 a` l’aide d’un module
e´lastique G et d’un parame`tre d’interpolation a, de la
fac¸on suivante :
k1 = aG (25)
k2 = (1 − a)G. (26)
Dans la litte´rature concernant les mousses, une valeur
de a = 1
7
est parfois mise en avant [18, 19]. Dans la
perspective de la discussion des conditions d’apparition
de bandes de cisaillement, aux sections III et suivantes,
pour plus de ge´ne´ralite´, nous pre´fe´rons conserver le pa-
rame`tre a non fixe´, tout en demeurant dans le cadre de
l’e´lasticite´ de Mooney-Rivlin.
2. Plasticite´ : fluide a` seuil
La forme particulie`re de fluage que nous avons explore´e
est base´e sur une non-line´arite´ de type seuil. Localement
dans le mate´riau, les e´ve´nements de re´organisation plas-
tique ne se produisent que lorsque la contrainte e´lastique
stocke´e est suffisante. Nous exprimons cette transition a`
6l’aide d’une fonction Wy(B) qui s’annule (line´airement)
au seuil :
Wy(B) = 0, (27)
avec dans notre cas Wy(B) = E(B) − K, ou` E est
l’e´nergie e´lastique stocke´e, et K un constante. Dans la
ge´ome´trie de cisaillement depuis un e´tat de repos, σy est
la contrainte seuil : la fonction Wy s’annule.
Pour ce qui est du tenseur de taux de de´formation plas-
tique DBp , nous l’exprimons selon l’e´quation 6, en pre-
nant pour A(B) l’expression :
A(B) = (E(B)−K)Θ(E(B)−K), (28)
ou` Θ(x) = 1 lorsque x ≥ 0 et Θ(x) = 0 ailleurs.
Par ailleurs, nous fixons sous la forme suivante le po-
lynoˆme
P(B) = bB−2 + (1− b)B2, (29)
avec b entre 0 et 1. Voici donc notre jeu final d’e´quations :
dB
dt
−∇~v · B −B · ∇~vT = −2DBp , (30)
DBp =
E(B)−K
τ
Θ(E(B)−K)B · G(B), (31)
σ¯ = dev(σ) = dev {(aG + (1 − a)G tr(B)) B
− (1− a)GB2
+
ηs
2
(∇~v +∇~vT)
}
, (32)
∇ · σ = ~∇ p, (33)
tr
1
2
(∇~v +∇~vT) = 0. (34)
3. Parame`tres physiques et mode`le rhe´ologique
On utilise habituellement une forme adimensionne´e de
ce syste`me, afin de faire apparaˆıtre certaines quantite´s
physiquement pertinentes. La contrainte σ est normalise´e
par le module e´lastique G, et le temps est adimensionne´
par le cisaillement effectif : T = γ˙ t. Pour les e´quations
(30) et (32), on aboutit donc a` :
dB
dT
−∇~v ·B −B · ∇~vT = −2WeDBp , (35)
σ¯ = dev
{
(a + (1− a) tr(B)) B
− (1− a)B2 +
1
α
(∇~v +∇~vT)
}
, (36)
avec We = γ˙τ et α = 2G
η γ˙
. Dans l’e´quation (31), K est
remplace´ par K = K/G. Les parame`tres de notre mode`le
rhe´ologique sont donc K, α, We, ainsi que les scalaires a
(parame`tre de Mooney-Rivlin) et b (de´finissant la forme
tensorielle de la plasticite´ G(B)).
D. E´coulement en cisaillement simple
Dans la suite de ce travail, nous nous inte´ressons
spe´cifiquement a` la question de l’apparition de bandes
de cisaillement. Dans ce but, nous ne conside´rons que
des e´coulements en cisaillement simple. La vitesse sera
aligne´e le long de l’axe x, le gradient de vitesse le long de
l’axe y. La seule composante non nulle de ∇~v est alors
∂vx/∂y. Le syste`me et l’e´coulement seront invariant se-
lon les directions x et z. Le bilan des forces donne´ par
l’e´quation (33) implique que σxy and σyy sont homoge`nes
durant tout l’e´coulement.
III. COMPORTEMENT DU MODE`LE POUR
DES E´COULEMENTS HOMOGE`NES
A. Analyse du mode`le et crite`re d’apparition des
bandes de cisaillement
Aussi longtemps que l’e´coulement est homoge`ne, il
est de´crit par le mode`le local pre´ce´dent. Commenc¸ons
par montrer (fig. 2) l’allure de la courbe d’e´coulement
correspondante typique. Cette courbe est obtenue en
de´formation impose´e.
On se trouve bien dans les conditions de´crites dans
l’introduction pour l’apparition de bandes de cisaille-
ment : la contrainte σd est infe´rieure au seuil statique
σy. Dans la gamme de taux de cisaillement compris
entre 0 et γ˙c, le syste`me a le choix de re´partir le taux
de cisaillement moyen γ˙ en une proportion de bandes
bloque´es et une proportion de bandes cisaille´es .
Dans le cas homoge`ne, nous pouvons donc calculer, a`
partir du mode`le rhe´ologique local, et pour toute valeur
des parame`tres We, α, K, a, et b, les seuils statiques σy
et dynamiques σd, et le taux de cisaillement critique γ˙c.
Graˆce au raisonnement que nous avons rappele´ dans l’in-
troduction, on peut alors pre´dire la gamme de taux de
cisaillements impose´s [0, γ˙c] dans laquelle des bandes de
cisaillement sont possibles.
La valeur de σy s’obtient sans difficulte´ en simulant le
syste`me en re´gime e´lastique (DBp = 0) jusqu’a` atteindre
le seuil (Wy(B) = 0), qui correspond a` un e´tat du syste`me
caracte´rise´ par les valeurs propres βy1 et β
y
2 du tenseur B,
e´tat pour lequel on peut calculer σy.
On pourrait ensuite obtenir point par point les e´tats
stationnaires en poursuivant la simulation au-dela` du
seuil dans le re´gime plastique pour chaque valeur de γ˙ jus-
qu’a` atteindre la stationnarite´ du syste`me (dB/dt ≈ 0).
Le seuil dynamique σd correspondrait alors a` la limite
obtenue aux faibles γ˙. Quand au taux de cisaillement
critique γ˙c, il serait obtenu lorsque la contrainte subie
par le syste`me dans l’e´tat stationnaire correspondrait
pre´cisement au seuil plastique : σstat12 (γ˙c) = σy. Une telle
proce´dure suppose une simulation du syste`me successi-
vement pour un grand nombre de valeurs de γ˙.
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Figure 2: En haut : allure de la courbe d’e´coulement station-
naire. On a indique´ sur la courbe les points correspondant a`
σd, σy et γ˙c. En bas : e´volution temporelle de la contrainte
pour diffe´rents taux de de´formations impose´s, infe´rieurs ou
supe´rieurs a` γ˙c.
Nous avons utilise´ une proce´dure plus directe [3] pour
obtenir σd et γ˙c (voir l’appendice). Elle s’appuie sur la
description de l’e´volution, repre´sente´e dans la figure 16,
du syste`me en termes des valeurs propres inde´pendantes
β1 et β2 du tenseur B.
Graˆce a` cette proce´dure, les trois observables impor-
tantes pour la pre´diction d’e´ventuelles bandes de cisaille-
ment, σy , σd, et γ˙c, sont obtenus directement sans calcu-
ler point par point l’ensemble de la courbe d’e´coulement
stationnaire.
B. Re´sultats
L’objectif de cette section est de de´crire dans l’es-
pace de parame`tres (K, α, We, a, b) les re´gions a`
l’inte´rieur desquelles des bandes de cisaillement sont pos-
sibles. On va repre´senter ces domaines dans quatre plans
inde´pendants : (α, We), (K, We), (a, b) et (α, K).
Les cinq parame`tres s’interpre`tent assez simplement en
termes rhe´ologiques, qui sont re´sume´es dans la figure 15.
Les parame`tres α−1 et We sont proportionnels a` la vitesse
impose´e, K au seuil d’e´coulement. Par ailleurs, α−1et We
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Figure 3: Possibilite´ (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloque´e en fonction de α variant de 1 a` 3 et We variant
de 0.5 a` 5 (avec K = 1, a = b = 0.5).
Figure 4: Largeur de la bande bloque´e en fonction de α
variant de 3 a` 20 et We variant de 0.2 a` 5 (avec K = 1,
a = b = 0.5).
sont proportionnels a` chacune des deux viscosite´s du mi-
lieu.
Dans la figure 3, on voit que dans le plan (α, We),
des bandes de cisaillement ne sont possibles que pour des
valeurs de α assez grandes (entre 3 et 10 selon les va-
leurs de We). Pour α grand la vitesse de cisaillement et
la viscosite´ sont en effet moindres. Ce sont des condi-
tions raisonnables pour des bandes, puisque celles-ci ap-
paraissent aux faibles vitesses, et que leur domaine sera
d’autant plus e´tendu que la pente a` l’origine de la courbe
d’e´coulement est faible. Par ailleurs les bandes appa-
raissent plus facilement pour de petites valeurs de We,
pour les meˆmes raisons (faibles vitesses).
Dans le plan (K, We), des bandes devraient apparaˆıtre
pour de petites valeurs de We (toujours en raison des
faibles vitesses), et pour K fort, puisque dans ce cas le
seuil statique est supe´rieur, et que les bandes sont pos-
sibles en dessous de ce seuil (figure 5).
L’interpre´tation est encore identique dans le plan (α,
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Figure 5: Possibilite´ (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloque´e en fonction de K variant de 0.4 a` 1 et We
variant de 1 a` 5 (avec α = 10, a = b = 0.5).
Figure 6: Largeur de la bande bloque´e en fonction de K va-
riant de 0.725 a` 1 et We variant de 0.2 a` 5 (avec α = 10,
a = b = 0.5).
K), car α est inversement proportionnel a` la vitesse de
cisaillement (figure 7).
Enfin, dans le plan (a, b), on est en pre´sence d’effets
3D difficiles a` discuter en termes intuitifs (figure 11). La
fac¸on dont se couplent de manie`re tensorielle l’e´lasticite´
(parame`tre a) et le taux de de´formation plastique (pa-
rame`tre b), influent tous deux sur la valeur du taux de
cisaillement γ˙c suffisante pour e´liminer toute possibilite´
de structuration en bandes de cisaillement.
IV. RE´GIMES D’E´COULEMENT
INHOMOGE`NE STATIONNAIRE
La discussion du paragraphe pre´ce´dent ne nous donne
que des conditions ne´cessaires pour l’apparition de
bandes de cisaillement. Dans les simulations 1D que nous
discuterons dans cette quatrie`me partie [2], ces inho-
moge´ne´ite´s d’e´coulement sont effectivement re´alise´es.
0.00
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
8
9
10
11
12
13
14
0.40.60.8
α
K
Figure 7: Possibilite´ (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloque´e en fonction de α variant de 7 a` 15 et K variant
de 0.1 a` 1 (avec We = 1, a = b = 0.5).
Figure 8: Largeur de la bande bloque´e en fonction de α
variant de 7 a` 15 et K variant de 0.3 a` 1 (avec We = 1,
a = b = 0.5).
Or, le mode`le que nous simulons contient des pa-
rame`tres du mate´riau eux-meˆmes homoge`nes dans
l’e´chantillon. Dans ces conditions, si les conditions ini-
tiales d’e´coulement sont elles aussi homoge`nes, toute
l’e´volution ulte´rieure le sera e´galement. Bien que simu-
lant a` une dimension notre syste`me d’e´quations aux
de´erive´es partielles, on retrouvera les re´sultats de la sec-
tion pre´ce´dente sans aucune modification.
En d’autres termes, puisque les parame`tres du mode`le
ne varient pas dans l’espace, il ne peut y avoir de bandes
de cisaillement que si les conditions initiales sont, d’une
manie`re ou d’une autre, inhomoge`nes.
E´videmment, comme nous l’avons mentionne´ dans
l’introduction, l’apparition d’inhomoge´ne´ite´s pourrait
se faire de fac¸on naturelle via une variable d’e´tat
supple´mentaire couple´e a` l’e´coulement, telle que la
concentration. Celle-ci serait susceptible de varier dans
l’espace, et d’eˆtre coule´e a` l’e´coulement. Pour la concen-
tration (variable conseve´e) mentionnons en particulier le
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Figure 9: Possibilite´ (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir une
bande bloque´e en fonction de a variant de 0.1 a` 0.9 et b variant
de 0.1 a` 0.9 (avec α = 2.5, We == 1). Remarque : pour
α = 10, toutes les valeurs de a et b conduisent a` la possibilite´
d’avoir une bande bloque´e (valeur 1).
Figure 10: Largeur de la bande bloque´e en fonction de a
variant de 0.1 a` 0.9 et b variant de 0.1 a` 0.9 (avec α = 10,
We = K = 1).
phe´nome`ne de dilatance imagine´ pour les mousses [37,
44], observe´ expe´rimentalement [29] et interpre´te´ d’une
manie`re ge´ome´trique [30, 38]. L’alignement (variable non
conserve´e) constitue une autre possibilite´, invoque´e dans
le cas des micelles ge´antes ou des solutions de baˆtonnets
rigides [31]. Ici, nous nous concentrons sur des inho-
moge´ne´ite´s de contraintes statiques intitales sans in-
voquer de variable supple´mentaire, et allons montrer
qu’elles peuvent e´galement mener a` l’apparition d’inho-
moge´ne´ite´s persistantes dans le profil d’e´coulement.
La raison pour laquelle ces inhomoge´ne´ite´s de
contrainte peuvent induire l’apparition de bandes dans
lesquelles le cisaillement est bloque´ peut se comprendre
qualitativement si l’on raisonne sur le seuil d’ecoulement
K. En effet, les contraintes ge´ne´re´es par le cisaillement se
superposent aux contraintes intitiales. Et ces dernie`res,
selon leur orientation, pre´cipitent donc (ou retardent) le
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Figure 11: Possibilite´ (valeur 1) ou non (valeur 0) d’avoir
une bande bloque´e en fonction de b variant de 0.1 a` 0.9 et α
variant de 1 a` 20 (avec a = 1
7
, We = K = 1).
Figure 12: Largeur de la bande bloque´e en fonction de b
variant de 0.1 a` 0.9 et α variant de 1 a` 20 (avec a = 1
7
,
We = K = 1).
franchissement du seuil d’e´coulement.
A. Distributions initiales inhomoge`nes de
contraintes
Pour commencer, l’existence de contraintes inho-
moge`nes stocke´es dans nos syste`mes avant la mise en
e´coulement est physiquement tout a` fait motive´e. Par
exemple, lors des e´coulements ne´cessaires a` l’introduction
d’une mousse dans un appareil de mesure, l’e´tablissement
de pre´contraintes inhomoge`nes est tre`s probable, sauf
pre´cautions particulie`res telles qu’un se´chage lent in situ
a` partir d’une mousse tre`s charge´e en eau.
Nous supposons toujours que l’e´tat initial est au re-
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Figure 13: Largeur de la bande bloque´e en fonction de b
variant de 0.1 a` 0.9 et α variant de 1 a` 20 (a = 1
7
, We = K =
1).
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Figure 14: Largeur de la bande bloque´e en fonction de ǫ
(α = 16, We = K = 1, a = b = 0.5).
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Figure 15: Une vision simplifie´e (scalaire) des principaux pa-
rame`tres rhe´ologiques. G repre´sente le module e´lastique et a
le poids relatif des composantes tensorielles de la de´formation
e´lastique, voir e´qs. (25) et (26). Les grandeurs σy et ηc consti-
tuent une sche´matisation scalaire du fluage de´fini par DBp ,
et le parame`tre b est l’e´quivalent de a pour le fluage, voir
l’e´quation (29). Enfin, ηs est une viscosite´ inde´pendante du
fluage. α = 2G
η γ˙
exprime donc le rapport de la contrainte
e´lastique et de la contrainte visqueuse, et K = K/G le seuil
en unite´s du module e´lastique. Quand a` We = γ˙τ , il exprime
la relation entre le temps caracte´ristique de la sollicitation γ˙
et celui de la relaxation au voisinage du seuil τ (voir e´q. 31).
pos, autrement dit que les contraintes e´lastiques sont a`
l’e´quilibre dans l’e´chantillon. Cependant, meˆme en im-
posant cet e´quilibre, il existe un grand nombre de distri-
butions spatiales initiales possibles des contraintes. Par
exemple, si le syste`me est invariant dans le plan xz des
plaques qui cisaillent l’e´chantillon, certaines composantes
de la contrainte doivent eˆtre homoge`nes. C’est le cas
de σxy, σyy et de σyz . Les autres composantes de la
contrainte, en revanche, peuvent varier librement en fonc-
tion de y tout en e´tant constantes dans chaque plan xz.
Il s’agit donc seulement d’une inhomoge´ne´ite a` 1D, dans
la direction du gradient de vitesses.
Nous examinons dans cette partie un cas tre`s simple
de condition intiale, ou` seule la composante σxx varie :
σxx = 1− 4ǫ |y(1− y)|, (37)
les autres composantes sont identiquement nulles.
En pratique, pour pre´parer un e´chantillon dans un
tel e´tat , il faut comprimer la mousse de facon inho-
moge`ne. Typiquement, un volume de mousse de forme
trape´zoidale est contraint de prendre une forme rectan-
gulaire.
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
el
on
ga
ti
on
β
2
(i
n
p
la
n
e
of
sh
ea
r)
elongation β1 (in plane of shear)
1/8
γ˙ = 1
γ˙ = 8
elastic regime
plasticity threshold
locus
of stationary
viscoplastic states
viscoplastic
transients
Figure 16: Forme de la de´formation e´lastique stocke´e durant
une expe´rience, en re´gime stationnaire, et pour trois valeurs
diffe´rentes du taux de cisaillement γ˙. Les axes correspondent
aux deux premie`res valeurs propres, β1 et β2, du tenseur B.
B. Caracte´ristiques des e´coulements inhomoge`nes
Une se´quence typique de profils de vitesse, obtenues
dans nos expe´riences nume´riques, se pre´sente ainsi : le
profil de vitesses est initialement homoge`ne. Il le de-
meure tant que l’ensemble de l’e´chantillon est en re´gime
e´lastique. Les re´gions dont la pre´contrainte initiale est
la plus forte dans la direction de sollicitation atteignent
le seuil en premier. Le taux de cisaillement moyen e´tant
constant, ce de´clenchement du fluage conduit a` la fois a`
un taux de cisaillement plus e´leve´ dans les re´gions qui
fluent et moins e´leve´ dans les autres. Le cisaillement
e´leve´ provoque une saturation de la contrainte du fait
du fluage. Le cisaillement se bloque alors dans la re´gion
en dessous du seuil. En re´gime stationnaire, une bande
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bloque´e coexiste avec une bande cisaille´e, pour la meˆme
contraintez de cisaillement.
Le transitoire correspondant fait parfois apparaˆıtre des
phe´nome`nes non triviaux, en particuler au bord de la
zone qui se bloque. On observe des taux de cisaillement
locaux passage`rement ne´gatifs du fait des contraintes
e´lastiques stocke´es.
Essayons maintenant de comprendre les ca-
racte´ristiques du profil de vitesse stationnaire, toujours
a` l’aide du comportement du mode`le rhe´ologique local.
La premie`re caracte´ristique d’intereˆt est que dans les
re´gions qui s’e´coulent, le profil de vitesse est rigoureu-
sement line´aire, autrement dit, le taux de cisaillement
est uniforme. Cela peut se comprendre de la manie`re
suivante. Toutes les re´gions qui, a` l’e´tat stationnaire,
de´veloppent un taux de cisaillement non nul, corres-
pondent, dans le diagramme β1-β2 de la figure 16, a` un
point qui se situe sur la courbe d’e´coulement station-
naire. Or, chaque point de cette courbe correspond a`
une contrainte de cisaillement distincte. Ainsi, puisque
chaque tranche de notre e´coulement subit la meˆme
contrainte de cisaillement, elles correspondent en re´alite´
toutes au meˆme point de la courbe et de´veloppent donc
le meˆme taux de cisaillement.
Une seconde caracte´ristique re´sulte du fait que dans
l’espace, σxy et σyy sont continus, mais que σxx et σzz
peuvent fort bien eˆtre discontinus. C’est d’ailleurs jus-
tement le cas a` la frontie`re entre une re´gion en cisaille-
ment et une re´gion bloque´e. C’est, du point de vue de
l’e´coulement, la manifestation de la discontinuite´, dans
le diagramme β1-β2, entre les points sous le seuil et le
point d’e´coulement permanent ou` est concentre´e toute
la zone en e´coulement. En re´alite´, le seul couplage entre
les diffe´rentes tranches provient du fait que (i) σxy et σyy
doivent eˆtre partout identiques, et (ii) l’inte´grale de γ˙ sur
l’e´paisseur est fixe´e par la vitesse impose´e des plaques. En
conse´quence, dans un e´coulement inhomoge`ne, l’arrange-
ment des tranches bloque´es et en e´coulement n’est pas
unique : les diffe´rentes tranches pourraient tout a` fait
eˆtre permute´es. A` nouveau, ce sont les conditions ini-
tiales qui de´cident de la structure particulie`re adopte´e par
l’e´coulement : deux conditions initiales dont les tranches
auraient e´te´ permute´es donneraient lieu a` la meˆme per-
mutation de la structuration de l’e´coulement.
C. Influence des parame`tres sur l’existence de
bandes bloque´es
1. Re´sultats 1D
Dans l’espace des cinq parame`tres (α, K, We, a, b),
nous avons choisi d’explorer, avec ces simulations a` une
dimension, les meˆmes gammes de parame`tres que pour
le mode`le rhe´ologique. Les re´sultats sont pre´sente´s sur
les figures 4, 6, 8, 10 et 12. Pour chacune, la largeur
de la bande bloque´e est repre´sente´e en fonction de deux
parame`tres, les trois autres e´tant fixe´s. D’un point de
vue nume´rique, notons que la figure 13, obtenue pour un
maillage plus grossier, ne montre pas de diffe´rence signi-
ficative : nous avons ve´rifie´ que le maillage utilise´ pour
toutes les simulations pre´sente´es est d’une finesse suffi-
sante.
Dans le plan (α, We), les bandes apparaissent et
croissent lorqu’on augmente la valeur de α, et ce d’au-
tant plus toˆt que We est petit. Dans le plan (K, We), les
bandes apparaissent en augmentant la valeur du seuil K,
la` encore d’autant plus facilement que We est petit. Dans
le plan (K, α), les bandes apparaissent toujours en aug-
mentant la valeur du seuil d’e´coulement, encore une fois
de manie`re d’autant plus facile que α est grand. Les ar-
guments par lesquels on rend plausibles ces observations
sont les meˆmes que ceux du paragraphe III B.
2. Comparaison avec le mode`le rhe´ologique local
Si l’on compare deux a` deux et en de´tail les figures du
paragraphe III B et du paragraphe ci-dessus, on constate
que les re´gions dans lesquelles des bandes bloque´es ont
e´te´ observe´es dans les simulations a` 1D sont, comme on
pouvait s’y attendre, incluses strictement dans les re´gions
autorise´es par le mode`le rhe´ologique local.
Cependant, la frontie`re de ces re´gions ne co¨ıncide pas.
En re´alite´, une ade´quation parfaite demanderait un ajus-
tement fin du profil des conditions initiales afin d’explorer
jusqu’a` sa frontie`re la zone admissible pour les bandes de
cisaillement. La figure 14 montre qu’en modifiant l’am-
plitude de la modulation en contrainte initiale, on peut
aller jusqu’a` faire disparaˆıtre la bande bloque´e.
V. CONCLUSION
En conclusion, ce mode`le met en e´vidence une
diffe´rence entre le seuil statique et le seuil dynamique
d’e´coulement, qui constitue la cle´ de l’apparition de
bandes de cisaillement, et ceci pour un mate´riau dont
les proprie´te´s (de´finies par des parame`tres rhe´ologiques),
demeurent homoge`nes. C’est en re´alite´ le caracte`re ten-
soriel de ce mode`le qui autorise des inhomoge´ne´ite´s
de contraintes, y compris dans les conditions initiales.
En effet lorsque l’e´coulement plastique du mate´riau est
de´clenche´, le mate´riau se de´forme librement dans la
troisie`me dimension (direction de la vorticite´) et semble
ainsi e´voluer, s’il est observe´ a` 2D ou a` 1D. Cette
e´volution peut mener localement a` une baisse de la
contrainte de cisaillement jusqu’a` des valeurs infe´rieures
au seuil statique σy. Pour un mate´riau incompressible
bidimensionnel, un tel comportement ne serait pas pos-
sible, puisque les deux valeurs propres de la de´formation
stocke´e seraient alors lie´es entre elles de manie`re rigide.
D’autres mate´riaux ne relevant pas de la cate´gorie
des fluides a` seuil pourraient d’ailleurs relever de la
meˆme analyse. Ainsi, dans des solutions de polyme`res
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enveˆtre´es, des bandes de cisaillement transitoires sont ob-
serve´es [42]. La bande rapide finit par envahir l’ensemble
de l’e´chantillon. Le mate´riau a donc e´volue´ par rapport a`
l’e´tat initial. La concentration moyenne ne pouvant pas
changer, il doit s’agir d’une e´volution structurale de la
solution (via e´ventuellement un parame`tre d’ordre non
conserve´). La mesure du rayon de gyration dans la direc-
tion de la vorticite´ permettrait de savoir si notre analyse
pourrait s’e´tendre a` ce fluide (a` condition de choisir un
seuil nul).
Pour re´sumer, sans meˆme faire appel a` une variable
supple´mentaire couple´e a` l’e´coulement, nous montrons
qu’un mate´riau homoge`ne a` 3D peut apparaˆıtre comme
inhomoge`ne observe´ a` 2D ou a` 1D.
Annexe A: Me´thode directe pour obtenir l’e´tat
stationnaire dans le mode`le rhe´ologique local
Tout d’abord, a` partir du point (βy1 ,β
y
2 ), nous suivons
le seuil de plasticite´ Wy(B) = 0 jusqu’a` ve´rifier la condi-
tion de stationnarite´. On peut e´crire celle-ci en exploitant
l’observation suivante : en re´gime stationnaire, il n’y a
pas d’e´coulement plastique dans la direction de la vorti-
cite´ [3]. En d’autres termes, la troisie`me valeur propre
du tenseur G(B) est nulle :
g3(β1, β2) = G3(β1, β2, β3) = 0, (A1)
avec β3 =
1
β1β2
. Nous obtenons ainsi directement le
seuil dynamique (βd1 ,β
d
2 ) du syste`me. Nous suivons en-
suite la meˆme condition de stationnarite´ g3(β1, β2) = 0
jusqu’a` atteindre la contrainte de cisaillement souhaite´e
σ12 = σy . Nous obtenons ainsi directement l’e´tat station-
naire (βcc1 ,β
cc
2 ) qui correspond au taux de cisaillement
critique γ˙c. En pratique, on parcourt la courbe de seuil
Wˆy(β1, β2) = Wy(β1, β2, β3) = 0 (avec β3 =
1
β1β2
) en
inte´grant le syste`me diffe´rentiel
εWy
dβ1
dt
=
∂Wˆy
∂β2
=
∂Wy
∂β2
−
1
β1β22
∂Wy
∂β3
(A2)
−εWy
dβ2
dt
=
∂Wˆy
∂β1
=
∂Wy
∂β1
−
1
β21β2
∂Wy
∂β3
, (A3)
ou` l’on choisit le signe εWy de manie`re a` parcourir la
courbe Wy = 0 dans le sens souhaite´. De meˆme, on
parcourt la courbe des e´tats stationnaires g3(β1, β2) =
G3(β1, β2, β3) = 0 en inte´grant le syste`me diffe´rentiel
εg
dβ1
dt
=
∂g
∂β2
=
∂G3
∂β2
−
1
β1β22
∂G3
∂β3
(A4)
−εg
dβ2
dt
=
∂g3
∂β1
=
∂G3
∂β1
−
1
β21β2
∂G3
∂β3
, (A5)
ou` l’on choisit le signe εg de manie`re a` parcourir la courbe
g3 = 0 dans le sens souhaite´.
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